
1 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

1.01 Δίνεται το σύστημα:  
λx y λ 1
x 2λy λ
  

  
  , 

λ R . Να υπολογίσετε τις τιμές του λ ώστε για 

τη λύση του συστήματος (x,y) να ισχύει  

x y 0   

1.02 Δίνεται η συνάρτηση : 

2

1 x αν x 0
f(x)

2x λ 3 αν x 0

  
  

  με  λ R  

Α) Να βρεθούν οι τιμές του λ ώστε 

f(0) 1  

Β) Να γίνει η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης  f στην περίπτωση που ο λ ισούται 
με την μεγαλύτερη από τις τιμές που βρήκατε 
στο α) ερώτημα. 
Γ) Για την συνάρτηση f του β) ερωτήμα-
τος: 

α)  να βρεθούν τα f( 2) ,     f(3,5) , 

β) Να λύσετε το σύστημα : 

f( 2)x 4y 12
6x f(3,5)y 10
  

  
 

1.03  Να λύσετε το σύστημα: 

(Σ):  
7|x 2| |3 y| 31

3|x 2| 4|3 y| 0

   
   

 

1.04 Δίνεται το (Σ): 
 

 
μ 2 x 5y 5

 x μ 2 y 5
   
   

, 

μ R  

Α)  Για ποιες τιμές του μ έχει άπειρες λύ-
σεις 
Β)  Για ποιες τιμές του μ  έχει μοναδική 
λύση  
Γ)  Αν το σύστημα έχει μοναδική λύση 

 o ox ,y , να  βρείτε τη λύση αυτή.  

δ)  Να υπολογίσετε τις τιμές του πραγμα-
τικού αριθμού μ ώστε για τη λύση του συστή-

ματος  o ox ,y , του δ) ερωτήματος, να  ισχύει: 

ο o2x y 5    

1.05 Να  σχηματιστεί εξίσωση  δευτέρου 
βαθμού με  ρίζες  x1 , x2  ώστε :   

  
   

1 2 1 2

1 2 1 2

λx x λ+1 x x 2

λ-1 x x λ x x 3

  

  
 

1.06 Δίνεται ένα σύστημα (Σ)  2 γραμμικών 
εξισώσεων με 2 αγνώστους   x και ψ και  D  ,   
Dx  ,  Dψ  οι ορίζουσες του συστήματος οι οποίες 
ικανοποιούν το παρακάτω σύστημα :    
Σ1:  D.Dx +  Dψ  = 0 
    Dx   + D.Dψ = 0 
Α)  Να λύσετε το Σ1 , με αγνώστους τους  
Dx ,  Dψ  
Β)  Να λύσετε το (Σ) . 

1.07 Δίνεται το (Σ) 
(λ 1)x y 2

 ,  λ R
x (λ 1)y 2
  

   
 

Α)  να λύσετε το σύστημα (Σ) για κάθε λ στο R 
Β)   Στην περίπτωση που το (Σ) έχει μοναδική 

λύση (χο,y0) και  ισχύει 4 2
0 0x y 2   να βρεθεί το 

λ στο R. 

1.08 Δίνεται το σύστημα (Σ): 
x 2y 6

3x y λ

   
   

 

Α)    Αποδείξτε ότι έχει μοναδική λύση  0 0x ,y  

Β)     Για ποιες τιμές του λ ισχύει : 0 0x y 0   

1.09 Δίνεται το σύστημα 

2λ x y 1 0
(Σ) :

    2x y 1
  

   
λ R  

Α)  Για ποιες τιμές του λ R  το σύστημα 

(Σ)  έχει μοναδική λύση; Ποια είναι αυτή;    

Β)  Αν λ 1 , ποια είναι η σχετική θέση 

των ευθειών που αντιστοιχούν στις εξισώσεις 

του (Σ) ;  

1.10 Δίνεται το σύστημα  
2

1
λx y λ

 Σ
x λy 1

  


  
 

και τα τριώνυμα 

   2 2f x x 3x λ,    g x x λx 3       . 

Α.  Να βρεθεί το λ ώστε το σύστημα να 
έχει μοναδική λύση. 

Β.    Εάν η μοναδική λύση του 1Σ  είναι 

 0 0x ,  y  και ισχύει 0 0x 3y 3 0    , να λυθεί 

η ανίσωση    f x g x . 

Γ.    Βρείτε τη λύση του συστήματος 

1 x 2 x yD λ D λ D D 0       όπου 1λ  και 

2λ  είναι οι τιμές για τις οποίες το  1Σ  είναι 

αδύνατο και έχει άπειρες λύσεις αντίστοιχα 
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2 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 

2.01 Να μελετήσετε τη  μονοτονία των συ-

ναρτήσεων A)    2f x x 5x   με  x 3,   

B)   f x 2x 3        Γ)    f x x x 2    

2.02 Να μελετήσετε τη  μονοτονία των συ-

ναρτήσεων Α)   f x  x(4 x)    στο  ,2  

Β)     f x  2 3x 1      Γ)    f x  2

1
1

x
        

2.03 Να μελετήσετε τη  μονοτονία των συ-
ναρτήσεων  

 Α)     f(x) 2 3 x      Β) 
1 x

f(x)
x


 , x 0   

2.04 Να αποδείξετε ότι η γραφική παρά-
σταση κάθε γνησίως μονότονης συνάρτησης 

τέμνει σε ένα το πολύ σημείο τον άξονα x x .  

2.05 Να προσδιορίσετε το λ  αν η συνάρ-

τηση  f x  (|λ| 3)x 10   είναι αύξουσα 

2.06 Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η 

συνάρτηση 2f(x) (λ 1)x 3   , λ R . 

2.07 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  με 

 f x 
x

1 |x|
 είναι γνησίως αύξουσα στο R   

2.08  52f (x) f x 3x   για κάθε x R . 

Α)  Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνήσια 
αύξουσα 

Β)  Να λυθεί η ανίσωση  2f x x 1 1    

2.09 Έστω συνάρτηση f : R R  με την 

ιδιότητα:      f x y f x f y   ,  x,y R  . 

Δίνεται ακόμα ότι ισχύει πρόταση: «Αν  x 0  

τότε  f x 0 ». να αποδείξετε ότι: 

Α)    f 0 0  

Β)   η f  είναι περιττή 

Γ)   η f  είναι γνησίως αύξουσα.  
Δ)   Να λύσετε την ανίσωση 

     2 2f 4x 2005 f 4x 2005 2f 8x 4      

ΑΚΡΟΤΑΤΑ 

2.10 Να μελετηθούν ως προς τα ακρότατα 
οι συναρτήσεις  

Α)     2f x 2 x 1 3     

Β)   f x 1 2x 3    

Γ)    4 2f x x x 1    

Δ)   f x  x 5 3    

2.11 Να μελετηθούν ως προς τη μονοτονία 
και τα ακρότατα οι συναρτήσεις  

Α)   f x  2x 3   στο  2, 1   

Β)    2f x 2 3 x 3    στο 2 , 3    

Γ)   f x 7 6 x    στο  2,5  

2.12 Έστω η συνάρτηση  
2

2

x 2
f x

x 1





 , 

x R . Να αποδείξετε ότι  η ελάχιστη τιμή της 

f  είναι το 2  

2.13 Να προσδιοριστεί ο κ  ώστε όταν η 

συνάρτηση  f x    23κ 1 x   παρουσιάζει 

ελάχιστο, η συνάρτηση     2g x 3 |κ 2| x     

να παρουσιάζει για την ίδια τιμή του x  μέγι-

στο  

2.14 Να προσδιοριστεί ο μ  ώστε για τις 

τιμές που η εξίσωση 2μx 3 x   έχει αρνητική 

λύση, η συνάρτηση   2f x (1 |3μ 1|)x    να 

παρουσιάζει μέγιστο.  

2.15 Έστω η συνάρτηση  
2

2

x 2
f x

x 1





 , 

x R . Να αποδείξετε ότι  η ελάχιστη τιμή της 

f  είναι το 2  

2.16 Έστω η   1
f x

x 1 x


 
 , x 0 .  Να 

αποδείξετε ότι:  Α)   f x x 1 x   , x 0  

  Β)   f x 1 , x 0  

  Γ)  η μέγιστη τιμή της f  είναι το 1  



ΑΡΤΙΕΣ ΠΕΡΙΤΤΕΣ 

2.17 Για κάθε μια από τις συναρτήσεις εξε-
τάστε ποια είναι άρτια και ποια είναι περιττή.  

Α)   f x x x  

Β)   f x  2
2x

x 5
   

Γ)   f x  2 23 3(x 1) (x 1)    

2.18 Να βρείτε ποιες από τις παρακάτω 
συναρτήσεις είναι περιττές και ποιες άρτιες:   

Α) 2f(x) 2x x 1    

Β)  2f(x) x x 1    

Γ)  f(x) 2 x 1 3 x 1     

Δ)   f x 
3 3

2 2
x x x
x 1 x 8




 
 

Ε)   f x  5 5x 1 x 1 2     

2.19 Να βρείτε ποιες από τις παρακάτω 
συναρτήσεις είναι περιττές και ποιες άρτιες:   

Α)   f : 1,2 R    με  f x  3x x  

Β)   f x  2 23 3(1 x) (1 x)    

Γ)  2 2x x 1 x x 1      

Δ)   f x  2 23 3x (2 x) x (2 x)    

Ε)   f x  3x x|x|  

2.20 Α)  Nα δείξετε ότι αν το μηδέν ανή-
κει στο πεδίο ορισμού μιας περιττής συνάρτη-

σης f τότε  f(0) 0 .   

Β)  Να προσδιορίσετε για ποια τιμή του  
α  η γραφική παράσταση της συνάρτησης   

3g(x) 2x α+1   είναι συμμετρική ως προς την 

αρχή των αξόνων. 

2.21 Να βρείτε ποιες από τις παρακάτω 
συναρτήσεις είναι περιττές και ποιες άρτιες:   

Α)     f x 
2x 7
2x 7

 
 

  
x 1
x 1
 


  

Β)  f x 
1 x x 0
1 x x 0
 

  
  Γ)  f x 

3x 4
3x 4
 
 

x 0
x 0



 

2.22 Αν η συνάρτηση  f x  είναι περιττή με 

πεδίο ορισμού Α , να αποδείξετε ότι  η 

g(x) |f(x)|  είναι άρτια 

2.23 Έστω μια συνάρτηση ορισμένη στο R , 
η οποία είναι συγχρόνως άρτια και περιττή . 

Δείξτε ότι για κάθε x  είναι  f x 0 . 

2.24 Δίνεται συνάρτηση f : R R  με την 

ιδιότητα  για κάθε x,y R  ισχύει  

     f x y f x f y   . Δείξτε ότι: 

Α)   f 0 0  Β)    η f  είναι περιττή 

2.25 Έστω  συνάρτηση f με 

f(x) (λ 1)x 3λ 1    . Να βρείτε για ποιες 

τιμές του λ R  η f  είναι  

Α)  άρτια Β)  περιττή 

2.26 Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις 
είναι άρτιες και ποιες περιττές; 

2.27 Δίνεται η συνάρτηση f  για την οποία 

ισχύει ότι  f 2 4 . Nα βρεθεί το  f 2  αν 

γνωρίζετε ότι : 

Α)    η f  είναι άρτια       Β)  η f  είναι περιττή 

2.28 Να συμπληρώσετε τις παρακάτω 
γραμμές ώστε να παριστάνουν γραφικές πα-
ραστάσεις άρτιας ή περιττής συνάρτησης 
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3 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

3.01 Σε ποιο τεταρτημόριο βρίσκεται το 

σημείο M , αν xΟΜ ω  και  ημω συνω>0  

3.02 Αν 
11π

5π x
2

   να αποδείξετε ότι 

εφx ημx συνx σφx   . 

3.03 Να υπολογίσετε τις παραστάσεις : 

Α)  ο ο ο οημ90 ημ180 ημ270 ημ360    

Β)  2 ο 2 ο2εφ 180 - 5(1 - συν 90 )  

Γ)  
εφ60 εφ30

εφ45 εφ30 εφ60


 

 

    

Ανισότητες – Μέγιστα Ελάχιστα 

3.04 Να βρείτε την μέγιστη και την ελάχι-
στη τιμή των παραστάσεων :  

A=2ημx 5   B=3 4συνx    Γ ημx 4συνy   

3.05 Να δείξετε ότι 2 ημx συνx 2     

3.06 Να εξηγήσετε γιατί δεν υπάρχει γωνία 
x  τέτοια ώστε να ισχύει:  

Α)  2συν x 3συνx 2   

Β)  
1

ημx
2 2




 

Να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί 

3.07 Αν είναι 
12

συνω
13

   και 

90 ω 180   να υπολογίσετε την παράσταση 

5
Α 2ημω συνω

εφω
    

3.08 Αν 0 ω 90   και 
3

εφω
4

  να υπο-

λογίσετε την παράστασης  
3ημω 2συνω

Α
4ημω 9συνω





 

 

3.09 Αν 216συν ω 5 0   και 
ο ο90 ω 180  , να υπολογίσετε τους άλλους 

τριγωνομετρικούς αριθμούς. 

3.10 Αν 24ημ ω 1  και ο ο0 ω 180  , να 

υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρικούς 
αριθμούς. 

3.11 Αν 17συνω 8 0   και 
ο ο90 ω 180   να υπολογίσετε την τιμή της 

παράστασης 
ημω συνω

Α
εφω


  

Βασικές Ταυτότητες 

3.12 Να αποδείξετε ότι: 

   22 2 2 2 22xσυνθ ημθ x συν θ ημ θ x     

3.13 Να αποδείξετε ότι: 

     2 2 2 2xημωσυνφ xημωημφ xσυνω x    

3.14 Να αποδείξετε ότι: 

 3 5 3 3ημ θ συνθ ημ θ συνθ ημ θ συν θ      

3.15 Να αποδείξετε ότι: 

1 1
εφω

ημω συνω εφω
 


 

3.16 Να αποδείξετε ότι: 
4 4 2 2ημ x συν x 1 2συν x 2ημ x 1      

3.17 Να αποδείξετε ότι: 

ημω συνω εφω 1
ημω - συνω εφω - 1

 
  

3.18 Να αποδείξετε ότι: 
2 2 2συν ω ημ ω 1 εφ ω

ημω συνω εφω
 




 

3.19 Να αποδείξετε ότι 

2
1

2εφx+ 1 εφx
συν x

  , αν 
π

0 x
2

   



3.20 Αποδείξτε ότι 
2

4 4
2

εφ x 1
ημ x-συν x

εφ x+1


  

3.21 Να αποδείξετε  ότι  

συνx-1
1

ημx
 

 
 

ημx+1
1 2

συνx
   
 

  

3.22 Να αποδείξετε ότι 

1
11 ημα συνα εφα11+συνα 1+

ημα


   

3.23 Να αποδείξετε ότι 

 1 1
ημα συνα εφα+σφα 1

ημα συνα
      

  
 

3.24 Να αποδείξετε ότι: 

1 ημx συνx 1 ημx συνx
1 ημx συνx

   



  

3.25 Να αποδείξετε ότι 
3 2ημ ω ημω συν ω

εφω
συνω
 

  

3.26 Να αποδείξετε ότι: 
4 2

6
4 2

εφ x ημ x
εφ x

σφ x συν x





 

3.27 Να αποδείξετε ότι 
77

7
1 εφ x 1 εφx

1+σφx1+σφ x

  
  
 

 

3.28 Να αποδείξετε ότι: 
2 2συν α+συν β+2ημα ημβ 2   

3.29 Να αποδείξετε ότι 

2
2

1
συν α+ 2

συν α
   

Αναγωγή στο 1ο Τεταρτημόριο 

3.30 Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρι-

κούς αριθμούς των γωνιών  ο3510 , 11π , 

11π
2

, 
35π

6
  

3.31 Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρι-

κούς αριθμούς των γωνιών  
1000π

3
, 

100π
6

 , 

2κπ
3

  με κ Ζ  

3.32 Να υπολογίσετε την τιμή της παρά-
στασης: 

π 3π 2π 7π 11π
συν εφ σφ ημ συν

4 4 3 6 6
π 3π 2π 7π 11π

ημ σφ εφ συν ημ
4 4 3 6 6

                      
         
                      
         

 

3.33 Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:    

Α)  
   
   

εφθ συν 90 θ ημ 180 θ

ημθ συν 90 θ εφ 180 θ

   

   

 

   

3.34 Να αποδείξετε ότι:  

Α)  2 2ημ 152 συν 28 1      

Β)  2 2συν 123 συν 33 1   

3.35 Να αποδείξετε ότι:    

εφ(π+x)συν(-x)ημ(2π-x)
1

π 3π
σφ x συν(x-2π)συν x

2 2


       
   

 

3.36 Σε κάθε τρίγωνο ABΓ  να αποδείξετε 

ότι :   εφ Α Β εφΓ    

3.37 Αν 
3

ημφ=
5

 και 
π

φ<π
2
  τότε να 

υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

εφφ σφφ
Α

ημ( φ)+συν(π φ)



 

 και να  εξετάσετε αν 

υπάρχει γωνία ω  ώστε  ημω=Α  

3.38 Να αποδείξετε ότι 

4 2 2 2π 3π π π
ημ συν ημ συν

8 8 8 8
     

3.39 Να υπολογίσετε την τιμή του γινομέ-

νου: ο ο ο οσυν0 συν1 συν2 συν2006      
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τριγωνομετρικες συναρτησεις 

3.40 Να βρείτε τα ακρότατα και την περίο-

δο της συνάρτησης 
tπ

f(t) 2ημ
2

   
 

. 

3.41 Αν 
3π 7π

α β
4 4

    να συγκρίνετε τις 

τιμές 
π

ημ α
4

  
 

 και 
π

ημ β
4

  
 

 

3.42 Αν 
t

f(t) 1 2συν
2

    
 

,  t 0,4π . Να 

βρείτε 
Α)   Την περίοδο και το πλάτος της συνάρ-
τησης 

Β)   Το  t 0,4π  ώστε f(t) 0 . 

3.43 Δίνεται περιοδική  συνάρτηση f  με 

περίοδο T 0 , και και fA R . Στο διάστημα 

 0,T  η συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστη τιμή 

το 2004  για το μοναδικό 
π

x
4

  και στο διά-

στημα  2T,3T  η συνάρτηση παρουσιάζει μέ-

γιστη τιμή για 
9π

x
4

 . 

Α.  Είναι σωστό ή λάθος ότι η μέγιστη 

τιμή της συνάρτησης είναι το 2004 ; 

Β.  Αν f(x) αημ(ωx)  να βρείτε το α  και 

το ω  και να σχεδιάσετε την γραφική παράστα-

ση της συνάρτησης στο διάστημα  0,3T .  

Εξισώσεις 

3.44 Να λύσετε τις  παρακάτω εξισώσεις: 

Α)  2 25ημ x συν x 2   στο [ π,π]  

Β)  εφx ημx 1 εφx ημx     

Γ)  εφ2x σφ5x 1   στο διάστημα [0,π]  

Δ)  
1 ημx συνx

4
συνx 1 ημx


 


 

3.45 Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συ-

ναρτήσεων 
2ημx 1

f(x)
συνx 1





, 

1
g(x)

εφx 1



, 

1
h(x)

2συνx 1



 

3.46 Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις στο 

[0,π]  

Α)     44ημ x 1 1 ημx 0     

Β)  2 ημx συνx 2 συνx      

Γ)   3 ημθ 3 συνθ 0      

3.47 Να λύσετε τις εξισώσεις 

Α)  ημ(συνx) 0   

Β)   ημ x 1  

Γ)  ημx συνx 0    

Δ)  ημ(π συν2x) 1   

ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

3.48 Να λύσετε τις ανισώσεις: 

Α)  2ημx 1  Β)  2συνx 1 0    

3.49 Να λύσετε τις ανισώσεις: 

Α)  σφx 1 0   Β)  εφ2x 1      



Τριγωνομετρικοί Αριθμοί α+β 

3.50 Να αποδείξετε ότι:  

Α)       ημ α β συνβ ημβσυν α β ημα     

Β)   2 2συν(x y) συν(x y) συν x συν y 1       

3.51 Να αποδείξετε ότι:  

Α)     ημ α β συνβ ημβσυν α β ημα     

Β)       2 2συν α β συν α β συν α συν β 1      

3.52 Να αποδείξετε ότι: 

    συνα συν 120 α συν 240 α 0       

3.53 Να αποδείξετε ότι: 

   π
συνx ημx εφ x συνx ημx

4
     
 

  

3.54 Να αποδείξετε ότι η παράσταση  

   2 2συν x 2συνασυνxσυν α x συν α x     

είναι ανεξάρτητη του x . 

3.55 Να αποδείξετε ότι: 

Α)  ο συνω - ημω
εφ(45 ω)

συνω + ημω
   

Β)  
ημ(45 α) συν(45 α)

εφα
ημ(45 α) συν(45 α)

  


  

 

   

3.56 Να δείξετε ότι 2 π θ 1 ημθ
εφ

4 2 1 ημθ
     

 

3.57 Να αποδείξετε ότι:  

Α)  
2 2

2 2
εφ α - εφ β

εφ(α β)εφ(α β)
1 - εφ α εφ β

    

Β)  
2 2

2 2
εφ 2α - εφ α

εφα εφ3α
1 - εφ 2αεφ α

   

3.58 Να αποδείξετε ότι:  

Α)  
2ημ(α β)

εφα εφβ
συν(α β) συν(α-β)


 

 
 

Β)  
ημ(α β) εφα εφβ
ημ(α β) εφα εφβ

 


 
 

3.59 Nα αποδείξετε ότι  Αν 

 συν α β συνασυνβ   τότε 

   22ημ α β ημα ημβ    

3.60 Nα αποδείξετε ότι αν 

ημ(β α) συv(β α)   , τότε 
π

εφ β εφα
4

   
 

 

3.61 Αν οα β γ 90    να αποδειχθεί ότι:  

Α)  εφα εφβ εφβ εφγ εφγ εφα 1        

Β)  σφα σφβ σφγ σφα σφβ σφγ      

3.62 Αν α β γ   να αποδείξετε ότι:  

εφγ εφα εφβ εφα εφβ εφγ      

3.63 Για τις γωνίες α,β  ισχύει 
π

α β
4

    

Να αποδείξετε ότι    1 εφα 1 εφβ 2     

3.64 Αν 
1

ημx συνy
2

   και 

2
συνx ημy

2
    να βρείτε  το ημ(x y)   

3.65 Αν 
1

ημx ημy
2

   και 

2
συνx συνy

2
  , να βρείτε  το συν(x y)  

3.66 Αν 0 ω , 
π

x
2

 , 
π

y 0
2

   , 

2
εφω

5
 , 

3
εφx

2
  και 

15
εφy

23
  , τότε 

π
x y ω

4
    

3.67 Να βρεθεί γωνία x  με 0 x 2π   ώ-

στε να ισχύει 
0 0

0 0 3συν2 συν92
ημxσυν122 συνxσυν328

2


   

3.68 Αν ισχύουν οα β γ 180   ,  

α
σφ

2
γβ

σφ 2003σφ
2 2

   και  γ 2κ 1 π   και 

να αποδείξετε ότι: 
α β

σφ σφ 2004
2 2

  

3.69 Αν η εξίσωση 2x 8x 9 0   , έχει ρί-

ζες τους αριθμούς εφα  και εφβ  να αποδειχθεί 

ότι  εφ α β 1    
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3.70 Nα αποδείξετε ότι αν σε τρίγωνο ABΓ  

ισχύει ότι ημΑ συνΒ ημΒ συνΑ 1     τότε 

είναι ορθογώνιο. 

3.71 Nα λύσετε την εξίσωση 

       συv συνx συν ημx ημ συvx ημ ημx 1   

  

3.72 Αν για τις γωνίες τριγώνου ABΓ  ι-

σχύουν:  
1 1

εφΑ , εφΒ
2 3

  , να αποδείξετε ότι: 

A)   εφ(Α Β) 1   

B)   oΓ̂ 135  

3.73 Να αποδείξετε ότι αν σε ένα  τρίγωνο 

ABΓ  ισχύει ότι  
 

ημΓ
σφΒ

συν Β Γ συνΑ


 
  θα 

είναι οΒ 60  

Τριγωνομετρικοί αριθμοί 2α 

3.74 Να αποδείξετε ότι:  

Α)          2 2 2 α β
ημα ημβ συνα συνβ 4συν

2


     

Β)         
π π

εφ α εφ α 2εφ2α
4 4

         
   

  

Γ)         
1 συν2x ημ2x

σφx
1 συν2x ημ2x
 


 

  

3.75 Να αποδείξετε ότι :  

A) 
1 ημα συνα α

εφ
1 ημα συνα 2
 


 

 

B)  
ημ2α συνα α

εφ
1 + συν2α 1 + συνα 2

   

3.76 Να αποδείξετε ότι :  

Α)  

x
ημ ημx x2 εφx 21 συν συνx

2




 
 

Β)  
α1 συνα συν 2 ασφ 2αημα ημ 2

 



 

3.77 Να αποδείξετε ότι: 

Α)  4 4 3  συν4θ
ημ θ συν θ

4


   

Β)  
σφα + 1 συν2α
σφα - 1 1 - ημ2α

  

3.78 Αν σε μη αμβλυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  

ισχύει ότι 
Α

2ημΒημ ημΑ
2
 , να δειχτεί ότι 

είναι ισοσκελές 

3.79 Να αποδείξετε ότι: 

Α)  
2

2 2
4σφα (σφ α - 1)

ημ4α
(1 + σφ α)

  

B)  
ημ3α συν3α

2
ημα συνα

   

Γ)  Αν 
π

0 α
6

   , τότε 

2συν2α 1 3 2συν4α 4συν2α     

3.80 Να αποδείξετε ότι  

A)  4 4 4 4π 3π 5π 7π 3
ημ ημ ημ ημ

8 8 8 8 2
     

B)      16 συν20 συν40 συν60 συν80 1  

Γ)  
ημ16α

συνα συν2α συν4α συν8α
16 ημα

   


. 

Δ)  2 π θ 1 ημθ
εφ

4 2 1 ημθ
     

 

3.81 Για τη γωνία α  είναι γνωστό ότι 

π
α , π

2
  
 

 και ότι  9συν2α 6συνα 5 0   . 

Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθ-

μούς της γωνίας 2α . 

3.82 Αν σε μη αμβλυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  

ισχύει ότι 
Α

2ημΒημ ημΑ
2
 , να δειχτεί ότι 

είναι ισοσκελές 

3.83 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει η ισότητα: 

 ημΑημΒ συνΑσυν Α Γ 0   , να αποδείξετε 

ότι είναι ορθογώνιο. 



Τριγωνομετρικές Εξισώσεις 

3.84 Να λύσετε τις εξισώσεις :  

Α)   22ημ x 3 1 συνx   

Β)  ημ2x 2εφx  

Γ)  ημ2x ημx συν2x συνx 1     

Δ)  3ημx συνx 2   

3.85 Να λύσετε τις εξισώσεις: 

Α)  
x

συνx 2ημ 1
2

   

Β)  συν4x 2συν2x 0    

Γ)  
π

2ημx ημ x
3

   
 

 στο  2π,5π  

3.86 Να λύσετε τις εξισώσεις: 

A)  2 x 1 1
ημ ημ2x συνx

2 2 2
    στο  0,π  

B)  2συν2x ημ x 1    στο  0,2π . 

Γ) 23εφ x 2 3εφx 1 0   αν 

 x 3π,2π   

3.87 Να λύσετε την εξίσωση 

2004 2004π π
ημ 3x συν x 0

2 3
         
   

 στο 

 0,2π . 

3.88 Να λύσετε τις εξισώσεις:  

Α)  2 22συν x 8 17ημ x   

Β)  3 24ημ x 8συν x ημx 5    

Γ)         
22ημxσυνx 1 3 2(2συν x 1) ημ2x 3       

3.89 Αν οεφ64 2  να λυθεί η εξίσωση : 

2ημxσυνx 3συν x 1   

3.90 Να βρείτε τα κοινά σημεία των γρα-
φικών παραστάσεων των συναρτήσεων 

f(x) 2x ημ3x   και g(x) συν3x 2x   στο 

διάστημα (0 ,2π) . 

Γενικές 

3.91 Δίνεται  η συνάρτηση 

 f x κ λσυν4x  , κ ,λ R  που έχει μέγιστο 

το 7  και είναι 
π

f 2
8

   
 

. 

Α)  Να  υπολογιστούν τα κ ,λ  

Β)  Να βρείτε το ελάχιστο και τη περίοδο 

της f . 
Γ)  Να λύσετε την εξίσωση 

 f x 10συν2x 3   

3.92 Αν f(x) 1 ημx συνx    με 

 x 0,2π  τότε: 

Α.  Να δείξετε ότι 

x x x
f(x) 2συν ημ συν

2 2 2
   
 

 για κάθε 

 x 0,2π  

Β.  Να βρείτε τις τιμές του  x 0,2π  για 

τις οποίες ισχύει  f(x) 0  

Γ.  Για τις τιμές του x  που βρήκατε στο β 

ερώτημα να αποδείξετε ότι:  
f(π x) x

σφ 1
f(x) 2


  

3.93 Δίνεται η συνάρτηση 
3 3f(x) συν x ημx ημ x συνx     με x R . 

Α)  Να αποδείξετε ότι: 
1

f(x) ημ4x
4

  

Β)  Να λύσετε την εξίσωση 

π π 1
f(x) εφ f x

3 8 4
     
 

 

Γ)  Να βρείτε την μέγιστη και την ελάχι-

στη τιμή της συνάρτησης: g(x) 8 f(x) 1   . 

3.94 Δίνονται οι παραστάσεις: 

x ημα xσυνα
A

1 xημα συνα
  


 

   και 

21 συν2α xεφ α
B

1 x συν2α
 


 

 

Α)  Να δείξετε ότι οι είναι ανεξάρτητες 
του x . 

Β)  Αν 
π

α
3

 , να αποδείξετε ότι 

A B 3 3     



12   Άλγεβρα B Λυκείου 

3.95 Έστω η συνάρτηση 

2

2

x x
εφ 2εφ 1

2 2f(x) x
1 εφ

2

  



  

Α.  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f  

Β.  Να αποδείξετε ότι  f(x) ημx συνx   

Γ.  Να λύσετε την εξίσωση f(x) 1   

Δ.  Η εξίσωση f(x) 1   και η εξίσωση 

ημx συνx 1    είναι ισοδύναμες; 

3.96 Δίνεται η   π
g x 2ημ 2x 3

4
    
 

 

Α)  Να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη 
τιμή της 
Β)  Για ποιά x  έχουμε την μέγιστη τιμή 

της 
Γ)  Να λυθεί η εξίσωση: 

  π
g x g x 2

4
    
 

 

3.97 Αν       f x κ λ συν κ 3λ x      και 

     g x 2κ 3λ 2 συν 2κ λ 5 x       , όπου 

κ , λ  θετικοί αριθμοί τότε να βρείτε τους κ , λ  

ώστε οι συναρτήσεις f  και g  να έχουν την ίδια 

μέγιστη τιμή, και η περίοδος της f  να είναι 
διπλάσια της περιόδου της g  

3.98 Δίνεται η συνάρτηση 

   24 4f(x) ημ x συν x εφ x σφ x .     

Α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της 

Β)  Να αποδείξετε ότι 2 2f(x) εφ x σφ x  . 

Γ)  Να λύσετε την εξίσωση f(x) 2.  

3.99 Η γραφική παράσταση της συνάρτη-

σης f(x) α συν2x β   , x R  και α,β R  

διέρχεται από τα σημεία  A π,1  και 
π

B ,3
2

 
 
 

. 

Α)  Να υπολογίσετε τους πραγματικούς 

α,  β . 

Β)  Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη 

τιμή καθώς και την περίοδο της f . 
Γ)  Να λύσετε την εξίσωση 

3π
2 f x 3

2
    
 

  

3.100 Δίνεται το γραμμικό σύστημα (Σ)  με 

αγνώστους x,y . 

ημθ x συνθ y 1
(Σ)  ,     θ R

συνθ x ημθ y 1

   
    

 

Α)  Να δείξετε ότι το σύστημα έχει μονα-

δική λύση  0 0x ,y , την οποία και να βρείτε. 

Β)  Να λυθεί η ανίσωση: 2 2 2
0 03x x x y    

3.101 Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 

f(x) 1 συνx 1 συνx     

Α)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f . 

Β)  Να αποδείξετε ότι η  συνάρτηση f εί-
ναι άρτια. 

Γ)  Να αποδείξετε ότι η f είναι περιοδική, 

με περίοδο T π . 
Δ)  Να βρείτε τα κοινά σημεία της γραφι-

κής παράστασης της f  με τους άξονες.  

3.102 Τα ετήσια έξοδα μιας επιχείρησης σε 
χιλιάδες ευρώ δίνονται από τη συνάρτηση 

πt
Ε(t) 300 25ημ

6
   όπου t  ο χρόνος σε έτη. 

Η επιχείρηση λειτουργεί από την αρχή του 

1991  έως και το τέλος του έτους 2002  

Α) Ποια έτη τα έξοδα φτάνουν τα 

312500  ευρώ 

Β)  Ποιο έτος έχουμε το μέγιστο ποσό εξό-
δων; 




